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Sur les ensembles de confiance généraux
et les méthodes dites non paramétriques

par M. D. vaN Dantzic (Amsterdam)

SOMMAIRE

On discute une méthode pour estimer des ensembles de confiance
par rapport a l’ensemble de toutles les alternatives d’un test, ou les
variables aléatoires sont indépendantes et continues, isomoires ou non.

D’ailleurs on donne une méthode pour étudier d’une maniére uni-
fice quelques tests non paramétriques récents, généralisant celles de
M. G. Kendall (1948), M. Friedman (1937) et F. Wilcoxon (1945). On
considere le cas, ou les « sondes » (« test-statistics ») peuvent s’expri-
mer en fonctions linéaires, bilinéaires, quadratiques ou biquadratiques
des « signes » (« scores ») x, = sgn (¥, — x,), les z, étant des nombres

aléatoires, le plus souvent supposés indépendants, continu et iso-
moires sous 1’hypothése essayée.

Considérons une « catégorie d’épreuves » selon la termi-
nologie de M. Fréchet, et soient z,, ..., z, des nombres aléa-

toires définis sur elle. Ici le soulignement des z; indique leur
caractere aléatoire. De préférence, mais point du tout nécessai-
rement, un nombre aléatoire et une valeur qu’il peut prendre
(ou prend actuellement dans une expérience) seront dénotés
par la méme lettre. Supposons qu’on sache que la fonction de
répartition H de l'’ensemble des z; appartient en tout cas & un

ensemble Q de telles fonctions. Pour tester une fonction par-
ticuliere H, € Q on utilise un « test statistic », c’est-a-dire une
fonction univoque des valeurs z,, ..., x, observées (qui peut
donc étre calculée indépendamment de la fonction de répar-
tition inconnue, mais qui peut dépendre de l’ensemble Q), et
lelle qu’on rejette 1’hypothése essayée lorsque sa valeur
dépasse une valeur déterminée qui ne dépend que du «seuil
de méfiance » (level of significance, onbetrouwbaarheidsdrem-
pel) admis, par exemple 0,05. Accepter un seuil de méfiance «
déterminé veut dire admettre qu’une fraction a« des énoncés
statistiques (réjections d’hypotheses, prédictions, etc.) au plus



74 D. VAN DANTZIG

pourront étre faux dans une suite prolongée infiniment de
tels énoncés mde’pendants Puisque cette fraction mesure le
degre de méfiance qu’on donne a ces énoncés et o est le seuil
qu’'il ne doit pas surpasser, nous avons choisi le terme « seuil
de méfiance » qui explique plus clairement la signification de
ce concept que le terme anglais « level of mgmﬁcance ». Nous

proposons la dénomination « sonde » pour une telle fonction
des nombres aléatoires. Soit t=1t(z,, ..., x,) celte sonde. En

employant { seulement pour tester H,. on determme le nombre
(,° le plus petit tel que Pit=¢t|H,| <o et I’on rejette

l’hypothese H=H, lorsque 1’ observatlon donne un nombre
[ = t,’, et on ne la rejette pas lorsque ¢ < ¢, .

Toutefois il serait beaucoup plus 1mp0rt'1nt de connaitre
I'ensemble w de toutes les H € Q tels que t < £, ou t, est le
plus pelit nombre tel que

Dyt =t |H!

H/\

¢’ est-a-dire ou
Pir=t[H{>a. (1)

L’ensemble w de tous ces H est un ensemble de confiance
par rapport au seuil de méfiance « pour 1’hypothése H.

En général il ne sera pas possible de déterminer 1’en-
semble » dans une forme raisonnablement simple pour un

et un « (et une sonde ¢ et un ensemble Q) donnés. Par exemple

cela ne sera pas possible lorsque H est le produit des fonctions
H; continues des z; séparément, c’est-4-dire lorsqu’on sait seu-
lement que les aléatoires x; sont indépendantes (et continues).

Dans ce cas H dépend d’une infinité de parametres inconnus

et (1) exprime une inégalité entre ces parameétres. Pour cette
raison le terme « méthodes non paramétriques », que 1’on uti-
lise dans ce cas, n’est pas trés approprié.

Or ce qu’on peut faire souvent, le nombre t, de méme
que Q, la sonde t et «, étant donnés, c’est déterminer deux

ensembles w, et w*, tels que I'on a

w, CoCw*, (2)

C’est-a-dire 'on sait que l’ensemble de confiance spra con-
tient w, et qu’il est contenu dans w*. Ici SPr exprime que
l’ensemble de confiance, qui est aléatoire puisqu’il dépend de
la valeur f dérivée des observatlons contient la fonction de
répartition inconnue, sauf une probablhté = a (« salva pro-

babilitate a»). En général on a donc pour un énoncé aléatoire
AL quelconque

Aspra <= PlA|=1—a.
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Donc «spr0O» exprime ce quon appelle souvent «presque
certainement ».

Nolamment on peut déterminer w, et w* lorsqu’on sait
calculer les moments des deux premiers ordres de { pour

chaque H € Q, supposés {inis. En effet, posons

0 (H) & & ) £ | H{ (Y, (4)
s (H)2& var ) t|H |, o(H) =0. (5)

Alors on aura, d'apreés Cantelli (*),

s (H)®
I R
ou le symbole y signifie « pour tou(te)s les», et notamment

Ve «pour tous les £ qui sont élémenls de l'ensemble E ».

D’ailleurs P est l'ensemble des nombres positifs. Donc si
t = 6(H)

P!

VRV "P;tm6(11)>c]H£

1\

| H{=P}{—0H)=t—08(H)|H|
7 (H)*
=TT—0(H, ¢ Fe(D*

Cette probabilité est donc certainement = a si le membre droit

est < a. Donc, en définissant w, comme l'’ensemble de toutes
les H telles que

)<t et c(H)*<a[}t—8(H){*F o (H)?]

on sait que chaque H € w, devra étre rejetée. En définissant
donc w* comme le complément de w;, c’est-a-dire comme
I’ensemble de toutes les H telles que

G(H)‘*“(lwa) o (H) > ¢ (w*) (7
on aura donc w Cw* (cf. fig. 1).
D’autre part on tire de (6) que, si {<0(H),
P t<t|H|{="P|O(H)—t> 0(H)—¢t|H|
_ o (H)?
=TT 6@ T (07

def

() Le symbole — désigne une égalité, définissant le membre
gauche.

2) L’amélioration des bornes (7) et (8), obtenue par l’'emploi de
llnégallté de Cantelli au lieu de celle de Blenaymé que j'avais utilisée

d’abord, est due & M. R. Doornbos, gqui a aussi bien voulu m’aider dans
la rédaction de cette conférence.
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donc certainement < 1—a« si le membre droit 1’est. Dans ce
cas on aura donc

Pit=t]H|>a

el ces hypothéses-ci ne seront pas rejelées. On aura donc
w, Cwsi o, est 'ensemble de toules les H telles que 6 (H) >t et

s (H)* < (1 —o) [}t —8(H) {* 4 o (H)?]

Ou h
1) — (2 ) D >t (o) (8)
6 (H) 1
e(H):t+[1~%&] 2 (H)

Terra indognita

90’)#-&\99’/2 Z

, "ll:..._u

’ 0t O(H)

Ficg. 1.

Il va sans dire que l'ensemble d’indécision w* —w, peut
¢lre diminué si l'on peut calculer quelque moment absolu
d’ordre supérieur de t pour chaque H€Q, ou si 1'on peul
démontrer que (par exemple) la distribution de ¢ est pour
chaque I1 € Q asymptotiquement normale et que 1’on estimer
la différence entre la fonction de répartition de ¢ et son
approximation normale. o

Si, par exemple, on peut estimer la différence entre la
fonclion de Lévy (*) de ¢ (réduit et standardisé) pour chaque

H pour lous les arguments u suffisamment petits et e ' | on
en peut déduire une estimation

P —0ID) Sas(I)|H|— @) e(H)  (9)

pour tous les 2 suffisamment grands, disons pbur x ;C(H),
@ (x) ¢lant la fonction de répartition normale. Donc, £(R)

(%) Nous préférons ce nom a celui de « fonction caractéristique »,
terme tres peu caractéristique. - | o |
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élant pour un 8 >0 la fonclion inverse de 1— (), ¢’esl-
a-dire la solulion de 1’équation

PIEE)]=1—-38

on aura

IA
R

PieZ | = e 41— (L 0D)

s1 e(H) << a et
t— 0 (H) =6 (H) %[0 —e (H)

et I'on peut prendre pour w* ’ensemble de toutes les H telles
que

t— 0 (H) < o (H) £ [o— e ()] (103
ou e(H) >« (0*) .

De méme on aura

Plrz iz e+ 1—a(L )5 o

st e(H)<1—a et
)< s (DE[atc(H)] (o). (1)

Dans ce cas ces H-ci ne seront pas rejetées. En utilisant
cette méthode-ci on pourra souvent réduire considérablement
'ensemble d’indécision o* —w, (cf. fig. 2).

6 H)
igggg%g_gﬁﬁ“’( 2 o ‘ w/ _
* ////A’.MM /e )

Fic. 2.

Lorsqu’on peut estimer et rendre petite la différence entre
la fonction de répartition de t et une autre telle fonction (par

exemple celle de X* pour un nombre déterminé de degrés de
liberté) on pourra évidemment employer la méme méthode,
en remplacant £(8) par la fonction inverse de cette autre fonc-



T8 D. VAN DANTZIG
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tion de répartition. Ces méthodes-ci se laissent appliquer a
bien des tests, paramétriques ou non.

Quoique, de cette maniere, on n’obtiendra pas en général
des résultats optimauz, ceci ne diminue pas beaucoup 1’appli-
cabilité de la méthode esquissée. Car, on ne doit pas oublier
qu’en général 'optimalité d'une méthode de test ou d’estima-
tion ne vaut que sous des conditions bien idéalisées. Et, ce
qui est optimal sous des conditions idéales peut étre loin de
’8tre sous des conditions réelles.

Nous mentionnons maintenant quelques-unes de ces me-
thodes non paramétriques.

Considérons une suite finie de n nombres z,, ..., Z..
Dans la plupart des applications ces nombres représenieront
des valeurs que n aléatoires x,, ..., ¥, prennent dans une

observation (ou dans plusieurs observations).
Pour commencer abandonnons les aléatoires. Soit

J={1, ..., n}

I’ensemble des indices. Lorsque les x;(i€ J) sont remplacees
par v;=7F(x;), ou f(x) est une fonction monotone croissante,
les n* quantités, que mnous appellerons signes (anglais
« SCOres )))

def
xy,; = sgn (z; — Z;)

ou

e\l stz >0
sgn(x)=—=140 si =10 (13)
1 s1i x <O

restent les mémes, et on peut prouver que chaque quantite,
fonction des z;, qui posséde cette invariance par rapport 3
loutes les transformations monotones se laisse exprimer en
fonction des x; .

Les n? tailles satisfont aux conditions

v v o, = (14)
vovY @, Lz, =0, (15)
V?V}ng Tii T T 1 Lij = Lin —+ 2, =0 . (16)

Plus généralement on a

N, S, .
Vi Vi Vj Vi ZTniZj ‘+— XL —I“ TinTie = TpiTpjXnreLijTix Ly (17)

identité qui se déduit de (16). On démontre facilement que
chaque matrice x; ayant les proprietes (14), (156), (16) se
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laisse exprimer dans la forme (12) au moyen de n nombres

x; convenablement choisis. Notamment on peut choisir x,—s;,
ou
def

S; Li, - (18)
jed
L’identité (16) se laisse remplacer par
LiL iy - — XX, ’Jr‘ Lyeilr; =— 1 — Oijke (19)

ou 3, est un symbole de Kronecker généralisé, a savoir =1
si x,=2x,=— 2, et = 0 dans tout autre cas. Si les x; sont diffé-
rents les s, sont intimement liés aux «rangs» r; des valeurs

observées z;, lorsque celles-ci sont rangées par ordre de gran-
deur croissante :

s;=2r—(n-—+1). (R0)

Dans le cas général, (20) servira comme définition des r;.
Lorsque quelques-uns des z; sont égaux on appellera un « lien »
(anglais : « tie », hollandais « knoop ») un sous-ensemble de J
tel que les x; correspondants soient égaux et qui n 'est pas con-
tenu dans un sous-ensemble plus large ayant la méme pro-
priété. On attribue selon M. G. Kendall (1948) & chaque tel ;
comme rang r;, la moyenne arithmétique des rangs qu’ils
auront lorsqu’ils sont assujettis & des changements de valeur
suffisamment petits, mais tels qu’ils deviennent tous diffé-
rents. On voit aisément que la définition_de Kendall (1948)
est d’accord avec (20). Au lieu des r; nous emploierons tou-
jours les s;, qu’on pourrait appeler les «doubles rangs
réduits », mais que nous appellerons brievement «rangsn»
dans les descriptions verbales.

Les signes et les rangs entrent dans plusieurs tests non
paramétriques d’hypothéses statistiques. Nous en énumere-
rons les plus importantes en introduisant entre temps quel-
ques abréviations utiles.

Considérons d’abord le test de deux échantillons («two
sample test») de Wilcoxon (1945), dans la forme générale
développée par H. B. Mann et D. R. Whitney (1947). Soient
donnés deux échantillons z,, ..., Tm Y1, ---, Y= qui sont les
valeurs prises par m - n variables aléatoires, dont on sait (L)
qu’elles sont toutes indépendantes, et que les x;, de méme que
les y, sont «isomoires», c’est-d-dire qu’elles ont toutes la
méme fonction de répartition, qui d’ailleurs est continue, par
“exemple F (x) pour les z,, G(y) pour les y,. Afin de tester

si & (x) et G (x) sont identiques, on utilise la sonde, égale

au nombre de fois qu’un des z;, i€{1, ..., m} surpasse un
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des y;, 7 {1, ..., n} pourvu qu’aucun des z, ne soit égal & un
y; . En introduisant la fonclion de saut unilaire
1l st v =0
D s1 < 0

cette quantité est donc égale a

W::S: :th(*r,-myj). (R2)

Or, excepté pour la valeur =0, on a

’ LA L o ' -

(e

sgn (). (23)

Dans le cas général, ou des valeurs égales sont admises,
on peut définir

def 1 i ] 1
W=3 ) Y sena—y)+ymn.  (24)

Au lieu de W on peut aussi bien . utiliser ty, =2 W — mn
comme sonde. (Changeons les notations. Mettons n,=—m,
ngy==n et écrivons n pour m-—-+n. Rangeons maintenant les
n, —+ ng valeurs observées dans une seule suite, dans un ordre
arbitraire, que nous appelons z,, ..., z,. Le premier échan-
lillon est déterminé par 1’ensemble A des indices i, tels que z,
lui appartient ; de méme B dénotera I’ensemble des indices des
valeurs appartenant au deuxiéme échantillon, de méme que
A—+B=={1, ..., n}. Avec ces notalions on aura

def 2 :
f\\*':_"‘._'".": ngn (.leyj):Z :L'{j . (25)

i€A JEB i€A JEB

Puisque nous aurons souvent & sommer un nombre de
quantiteés, dénotées par une lettre avec un indice, par exemple
u;, lorsque I'indice parcourt un ensemble (fini), par exemple
A, il est ulile de dénoter cette somme par la lettre avec le Sym-
bole de I’ensemble comme indice. Donc

def

LA — ;. (26)
1€ A

De méme avec plusieurs indices, par exemple

def
Ua, B =—= Z Z Wi . (27)
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Avec ces notations la sonde de Wilcoxon (1945) (doublée
et réduite) s’écrit

lw=124, 3 - 1 (28)

La fonction de répartition sous 1'hypotheése que tous les z,
sont indépendants, continus et isomoires esl connue, et asymp-
lotiquement normale ; on rejette cette hypothese lorsque |z, p|
surpasse la valeur correspondante avec le seuil de méfiance
prescrit a. -

Or, on peut considérer les sommes x, ; lorsque A et B
sont des sous-ensembles de J arbitraires, non nécessairement
complémentaires. Alors z, 3 est une fonction additive de A
(de méme que de B), c’est-a-dire

LA, + Ay, B—— TA,,B -+— TALB | - (R9)

pourvu que les ensembles A; et A, soient disjoints. D’ailleurs
on a

La,s— Ty, 4, ‘ (30)

donc spécialement z, ,==0. D’ailleurs, lorsque A et B sont
disjoints '

Ly A+B:-'BA,A+33A,B::$A,B -- - (31)

et lorsque A et B ont I'intersection C—= A NB

Lpr,B— La_g, IB+ Lo B=— La_c, ¥ +xo, B-C
— L'x_¢, B-C "I“ La_o,cC “l" Zo, pg (32)

puisque z, c—0, ou A—C et B—C dénotent les complé-
ments de G dans A et B respectivement. Par (32) x, . pour
A et B non disjoints est exprimé au moyen de telles quantités
se rapporlant aux ensembles disjoints.

En prenant pour A l’ensemble qui n’existe que d’un é1é-
ment i, et dénotant cet ensemble par i simplement (au lieu de
{1}) et I’ensemble complémentaire par J—1i, et pour A l’en-
semble J, on obtient

.:U,-M le JWIWZ:B”’
jed

c’est-a-dire le «rang» (double rang réduit) s,. Celui-ci est
donc un cas spécial du wilcoxonien z, 3. o

Passons maintenant aux aléatoires. Le plus souvent on
leste 1’hypothése H,, exprimant que les aléatoires

SN Ef(iEJ:A+B)



82 D. VAN DANTZIG

supposées continues, sont indépendanies et isomoires. Cette
hypotheése implique 1’hypothese, dite H,,, disant que la dis-
tribution simultanée des x; est invarianle par rapport au

groupe de toutes les permutations des indices i. Restreignons-
nous d’abord au cas ou les distributions des aléatoires x; sont

d’ailleurs continues, de méme qu’il n’y a pas de liens (c’est-
a-dire que tous les liens ont la longueur 1), c’est-a-dire que
tous les z; sont différents spr0.

Sousml’hypothése H,,, ou aussi sous H, et dans le cas de
continuité non seulement l’espérance

| 1
@Op_w_:? mri

et la variance,
@O<W-—-—-~%-— mn)ﬂm 1}2 mn(m-t+n-41),

mais aussi la fonction de répartition de W est connue depuis
Mann et Whitney (1947). On sait d’ailleurs qu’elle est asymp-
totiquement normale.

Plus généralement on prouve facilement (toujours dans
le cas de continuité)

50 Ly — U, (33)
&y T Ty = st h, 1, j, k£ sont inégaux ,
@thfﬁﬁmwg- si h, i, j  sont inégaux , (34)
&y xp* == 1 si h, i sont inégaux .

ou généralement,

l -~ -~ 1 ~ -
é;of‘hifjk — g (045~ 0;;— Opy ~+ O -+ E} (03j0i — 0y 0p;)

=1 (146 14 8,) — (143 (148,01, (35)

ou
; Wg l1sih=j
YT 0sih =g
est le symbole de Kronecker. La relation (35) montre claire-
ment la symétrie par rapport aux deux paires d’indices hi

et jk, et l'antisymétrie par rapport 3 chacune de ces paires.
Donce, en considérant la forme linéaire générale

1\
L= ), . (37)

(16)
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ou it et j parcourent J, et olt ’on peut supposer sans restriction
Li=—1;, (38)

on obtient immédiatement

&, L =0 (39)

Welupeer—y

l I, i 1 h
vanL =8 L=} " 1o+ Y 0 0 @0

ou, comme auparavant
lh’J —— Z Ihj' .

jed
L’espérance et la variance de W se déduisent directement de

celles de lw=1x,, 5, ce qui est un cas spécial de L, quon
obtient en posant

li; = IL\ Ij, — I I , (41)
ou, pour un sous-ensemble donné de S et J, T, est la « fonction
caracteristique » de cet ensemble, c’est-d-dire =1 lorsque

L€ 3 et =0 si non. Evidemment I’y est une généralisation du 9
de Kronecker qu’il devient pour ng=1. Alors on obtient

li y=ngl}l 4 n, It
ou ng est le nombre d’éléments de S, tandis que nsg=n.

Donc pour AnB=0. (Cf. Mann and Whitney.)

1
@Oﬁx,w — () 502.4,}-32 = R} nang(Na4n *l— 1). (42)

Dans le cas plus général ou A et B peuvent avoir n. élé-

ments communs l'additivité (31) ou (32) donne au lieu de la
derniére expression dans (42)

1 1 .
“é-- TLAHB(T'?,A~+— ng— 2 nc—*l—- 1) - — g .

L

En prenant en particulier A=1i(={i}), B=J, donc

@o§i2"~:‘“‘“ (n*— 1), (43)

identité qu’on peut aussi dériver directement.
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Remarquons que les relations (34) se laissent oéndéraliser
en remplacant les signes par des wilcoxoniens. En efiet, en
sommant les deux membres de (35) par rapport & h €A,
ieB, jeC, KeDou A, B, G, D sont des sous-ensembles,
disjoints ou non, de S, on obtient

1
@«?0 ra o, bh— 7y ( HNa il Np — NG 1Ay RAAD nglric
e - .
—‘-‘ npADIty e -"I— NancinnDb — NanbDIBA C) . (4:‘1' )

Spécialement, siA U BetGU Dsont disjoints, &2, 3%, o =10, et,
si A, B, D sont disjoints,

, 1
@’0 Tapda, D= 5 Nanllpnp. (45)

Les relations (44) se laissent écrire d’une manitre plus
simple lorsqu’on iniroduit au lieu des sommes

U\ == Zui
LEA

les moyennes correspondantes, que nous dénotons par un suf-
fixe en haut, qui indique 1’ensemble sur lequel la moyenne est

prise
= def 1
ad = -— E u; == E u,
Il

1.
i€ A i€ A i€ A

(46)

Lorsque n, =0 nous définissons u* comme 0, quels que
soient les nombres u, (finis et en nombre fini).

Spécialement on peut introduire les quantites

def
rh b= JC’A,B/M\ ng (47)

qui ont le caractere de « signes moyennes pondérées ». ILilles
sont des movyennes de signes, donc toujours = 1 en valeur
absolue, et aussi antisymétriques par rapport aux deux indices.
Par définition z* B=0 si A ou B est vide.
Remarquons que l’identité correspondante avec (31) est
un peu différente pour les moyennes
PAA+DB — B, (48)
A 4+ B
ou Nu,z=nN,—+ Ny si A et B sont disjoints.
Au moyen des notalions (47) et
def

- 8] |
OA*B T {}mﬂ (49)
Al
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si nyngz2Z0 (et o~ B=0 si n,ny=0), ce qui esl une autre
geénéralisation des Kronecker 8, dans laquelle elle passe pour
ny,—ng—1, (44) devient

1
ABLC, D A,C ~A, Il B, C ~B, D
& gt Bt 3 (3A A D 38,C 3B, D)

} ! (64 CgB.D __ §A, DB, CY
3 ..

— 5} (1A B80) (L BR0) — (1 - 300) (1300, (50)

ce qul est une généralisation immédiate de (35), dans laquelle
les effectifs n,, ..., np ne paraissent plus explicitement.

Spécialement, lorsque A, B et D sont disjoinis et non
vides,

5 J.a BxA D 1 .51,.,."
3 ns
AB— & A,By2 . 1 l 1 l 1 1
le‘o £ 0 (x ) < | | ’
3 \ na ng naANy

ce qui se déduit aussi de (42) en divisant les deux membres
par n, Ny .

Avant de discuter les usages plus amples qu’on peut faire

de la sonde de Wilcoxon, nous en voulons introduire quelques
autres.

La forme la plus simple du coefficient dit de « corrélation
de rang» de M. G. Kendall (1948) (introduit avant lui par
R. Greiner (1909) et F. Esscher (1924) comme esiimateur du
coefficient de corrélalion ordinaire d’une distribution binor-
male) s’écrit, & part d’un facteur constant,

]
ohwz Lij = Z sgn (1 —-7) &y - (1)

1 >

C’est donc aussi une fonction linéaire des signes, avec,
selon (37), l;=sgn (i—}j), donc l; =2 i—n—1 el

1
0

h
-+ 32 (2h —n—1)°*= 18 n(n—1)@Rn-45) (52).

Cette sonde sert a tester s’il y a un progreés (anglais:
« trend », hollandais : « verloop ») (positif ou négatif) dans
la suite des z;.

Ce test a été généralisé par T. J. Terpstra (1952a) pour

@t(}i{,: 0, wvar, Ly, k==
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le cas o 'on veut savoir s’il y a un pmnws dans une suite
de groupes d’observations, les ob‘%mvnlmn% d'un méme groupe
étant toujours isomoires. Lorsque, comme auparavant, J
désin*ne I’ensemble de toutes les observations, landis que
AAO\ ={1, ..., k}) sont les groupes (dlsl()mts) d’'observa-
tions, on peut ulllmer en remplacant la sonde T de Terpstra

par (%) |
2.
lo, === 1 ----(11;2 — Z n?x})

| 1 2 ::’* » -

expression qui monlre immédiatement 1’analogie avec (81).
Pour le cas spécial, ou les aléatoires ne prennent que deux
valeurs et ol par conséquent chaque groupe d’observations
existe de deux liens, M" van Eeden et M. J. Hemelrijk (1955)
ont démontré qu’il est préférable de remplacer la somme (53)

par une somme pesce
1 by b -TAJ Ay

Lpn == 5y sgn (A — w) ==
- ~ n-.:\) ’lr\‘u.

c’est-a-dire
1

tEH —

/1L
” rAR, A
5 Sgn (A — w)xth v

Avec cette méthode-ci on obtient que la classe d’hypotheéses
contre lesquelles le test est consistant ne dépend pas des
nombres n,, .

Puisque la sonde (53) aussi est linéaire, elle est de la
forme (37) avec

As - ).,p_i j
” 2 Z sgn () — E.L) IAk AHW(Z l_,\l IAH) : (54)

l)gJ,
T'andis qu’évidemment &t, . =0, on trouve au moyen de
(44) avec un peu d’algebre

1 / 1 :
var, EO, T “""() (HS — nSA}\ i 6 (Il“ — n“Al) , (55)

résullat qui s’accorde avec celui trouvé par Terpstra. En effet,
o v est équivalent avec {, x dans le cas ou les z;, enlrant dans
celte sonde-ci ne sont pas tous différents, mais forment les
liens A)L .

Jusqu’ici nous n’'avons considéré que des fonctions
linéaires des signes. Or, plusieurs sondes sont des fonctions

(*) Veuillez lire A, et A au lieu de AA et Au dans les formules
sulvantes.
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bilinéaires ou quadratiques. Remarquons d’abord que la
forme générale de la sonde f, x de Kendall (1948) s’obtient
lorsqu’on remplace les nombres donnés i dans sgn(i—7j) par
un second syst¢éme de nombres aléatoires vy, =sgn(y,—v,)

f K== "y J:;Iz} . (96)

Ici la classe d’hypotheéses admises consiste de toutes les
distributions ou les n paires (z,, y,), ..., (z., y.) sont indé-

pendantes (mais pour chaque i, x; et y: peuvent étre dépen-

dantes), et I'hypotheése testée I, exprime qu’elles sont iso-
moires et que les vy, sont indépendants des z; . Dans le cas ou

les fonctions de répartition communes des z; et des y; restent
continues, la valeur de la variance (et naturellement aussi
celle de la moyenne) reste la méme, donnée par (562). Dans le
cas des disiributions discontinues on a encore &,tx=—0 et la

variance a été calculée par M. G. Kendall (1948).

La sonde {x se laisse généraliser pour le cas ou & est la
somme de m ensembles disjoints A,(A€ {1, ..., m}), et qu’on
sail que les aléatoires appartenant & chaque A, sont isomoires.
On pourrait alors remplacer les signes z;, y; dans (56) par
leurs généralisations X,y 4, ; Yar 4., Ce qui a été proposé récem-
ment par T'. J. Terpstra (1954a), qui utilise donc

1 A
é_l T — “Q““ g’:A), AplAl, Au - (57)

Ici aussi on soup¢onne qu’un dénominateur dans chaque terme
comme Ny, n,, pourrail étre utile.

Aprés ces deux cas de fonctions bilinéaires nous discutons
enfin quelques fonctions quadratiques. Pour le probléme de
l échantillons, indépendamment 1'un de 1’autre, W. H. Krus-
kal (1952), T. J. Terpstra (1952b) et (1954b) et P. J. Rijkoort
(1952) ont proposé un test. En supposant que A parcourt les
nombres 1, ..., k, que les indices des observations du A™®
échantillon forment ’ensemble A,, de méme que les A, sont
des sous-ensembles disjoints de J, tel que J=2XA,, la sonde
de Rijkoort (1952) s’obtient comme suit. Supposons toutes
les observations arrangées selon grandeur croissante, et soit r,
le rang de z; et S, la somme des rangs appartenant au A™
échantillon. Alors la sonde de Rijkoort (1952) est

__S_:....—-Zl <§l_____é__(n—{—l)nm)2 (58)

Elle se laisse exprimer facilement au moyen des wilcoxoniens.
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b == Z A%, 4 - (59)

LLa sonde de Kruskal s’écrit

x Ah S
brr = Z na, (60)

LLe premier test de Terpstra (1952b) coincide avec (60),

le second est
Z 7 A, Ap Zl xfl.g_. _ (61)

A< p

On trouve pour 4S

Une autre sonde, pour le probléme des deux échantillons,
introduit récemment par A. Rényi (1954), et servant donc le
méme but que celui de Wilcoxon (mais étant consistant contre
une classe plus étendue d'hypotheses alternatives), est

t 1 Z o 1 2 ‘,,
[{ P . et x‘”i’ B - . —— — . - a’;"'A, .
- QNAI’IL;(RBW 1) - l QT'IATI[;(HA M 1) — J

i€ A j€B

| nB—-—-~9 . Ny — 2

2(ng— 1) ' 2(hy— 1) °

(62)

La sonde de Kendall (1948) (56) pourrait é&tre utilisée
pour tester I’hypothése, impliquant aussi | hypothese 1, que
les y; son! indépendants des x;. 1l a été démonlré cependant
par W. Hoeffding (1948a) que ce test n'est pas consistant
conlre toutes les hypotheses ou les fonctions de répartition des
r; et des y;, sont continues. Un test ayant cette propriété a été
développé par W. Hoeffding (1948a), qui utilise la sonde

tll e Z (-Tm — -Thj) (f)’m — yhj) (Z'hzc — -'1’111) (yhk — :}’hz)

(h,1,7,k, 1) =

fonction biquadratique des signes. La notation (a,, ..., a,) 3£
veut dire que o; 2 a; des que 1£].

Pour la corrélation de rang il existe encore un autre coef-
ficient, dd a G. Spearman (1904) coefficient qui est une fonc-

tion linéaire de
I Yup—_—
{
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ce qui, sous l'hypolheése H,, (donc aussi sous H;) est équi-
valent, sauf une transformation linéaire, avec

,
by = Z N
{

el aussi, pour le cas ou y;,=1, avec
ts" — E (1L—7j)sgn (x;,— x;).
1

Une généralisation de celte méthode-ci est la méthode des
m groupements («m rankings») de M. Friedman (1937).
Dans ce cas on a m groupements de la méme longueur n. On

veut essayer l'hypothese que pour chaque groupement toutes

les permutalions des rangs ont la méme probabilité. Désignons
les observations x,*, ..., z,'""; ", ..., x,*; ...; x,™ ™,

, »* 4 =

Alors, la sonde de Friedman s’écrit, & part d'un {facteur

constant,
n m
j i (i) 2
E“:Z {Zfi;:]% *
1 1

La méthode de Friedman (1937) se laisse appliquer seu-
lement au cas d’un schéma rectangulaire de cases, avec pré-
cisément une observation dans chaque case. La méthode a été
généralisée partiellement par J. Durbin (1981), et & peu pres
completement par A. Benard et Ph. van Elteren (1953), qui
admettent des nombres d’observations arbitraires, assujettis a
des restrictions faibles. Leur méthode contient plusieurs autres
comme cas spéciaux, par exemple le test de Friedman (1937),
la généralisation de Durbin (1951), les tests pour le probléme
des Lk échantillons de Kruskal (1952) et de Terpstra (1952b),
et le test de Wilcoxon (1945).

La sonde est une fonction quadratique des

¥}

def i
Bj — EEAfj: J
1
en supposant que les indices des observations du 1™ groupe-
ment dans la j®° case forment l’ensemble A;;. Si le nombre
d’observations avec indices appartenant a l'ensemble A, est

désigné par k; et le nombre d’observations du 1™ groupement
par

n

]
(Ko=) k).

1
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on obtient pour la covariance de u; et u;

- {
G.J'.l: 112—"2 ]‘i‘u (aﬂlfl”“‘“ ]{11) (lfi _'I"‘ 1) y
1

ou 8, est le symbole de Kronecker défini par (36). Alors la
sonde de Benard et van Elteren (1953) est égale &

l
11 s Tn1 Uy | -1
" 11 - T1.n-y

tBF:' H . . h
- On-1,1 +-+ Tn-1,n-] Un '

| —

. G-n_,]_' " e e Gn_lin.._

eI Uny O} : :

Puisqu’il est facile de calculer la moyenne et la variance
d’une fonction linéaire des x; pour toute la classe Q d’hypo-

théses H ou les z; sont indépendantes, isomoires ou non, con-
tinues ou non, la premiere méthode & délerminer des bornes
d’un ensemble de confiance pour ’hypothése H, décrite plus
haut, s’y laisse toujours appliquer. Quant aux fonctions qua-
dratiques, le calcul de la moyenne dans ce cas général reste
encore simple, mais celui de la variance devient déja un peu
compliqué.

L’asymploticité normale a été démontrée dans plusieurs
cas par les recherches de W. Hoeffding (1948b), E. Lehmann
(1951) et d’autres.

Récemment D. J. Stoker (1955) a examiné une classe de
sondes pour le probléeme des deux échantillons, proposée par
D. van Dantzig et J. Hemelrijk (1953). Un cas spécial de cette
classe est entre autres la sonde de Wilcoxon (1945). Stoker a
démontré que sous des conditions assez générales les sondes
de la classe considérée sont asymptotiquement distribuées selon
la loi normale. Ici le cas ou les fonctions de répartition ne sont
pas continues a été recherché spécialement.

De plus Stoker a examiné la déviation de la normalité de
la sonde de Wilcoxon. Il a dérivé une borne supérieure pour
la déviation extréme de normalité de la fonction de répartition
de la sonde sous une hypothése générale, ou les fonctions de
répartition des observations peuvent &tre discontinues. Au
moyen de ce résultat-ci la démonstration de la consistance du
test de Wilcoxon par D. van Dantzig (1951) a été généralisée
pour des fonctions de répartition discontinues. Aussi des
ensembles de « surconfiance» w* par rapport & la classe des
hypothéses alternatives ont été dérivés comme application de

la théorie décrite dans D. van Dantzig (1951) et D. van Dant-
zig et J. Hemelrijk (19563).
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